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R E S U M E 
Cette étude est consacrée sur le comportement dynamique des poutres composites en 
matériaux graduellement évalués à travers l’épaisseur. Notre travail est consacré à 
l’analyse des fréquences normales des poutres composites en FGM utilisées dans le 
renforcement des structures en génie civil souvent soumises à des chargements 
vibratoires dus aux séismes. Les caractéristiques de vibration des poutres spécifiques 
telles que les poutres encastrées libres et orthotropiques sont étudiées sans inclure la 
déformation due au cisaillement et à l’inertie de rotation. Nous introduisons les effets de 
la déformation transversale due au cisaillement et l’inertie de rotation pour la prévision 
précise des fréquences normales. Une application aux nanotubes en carbone a été 
étudiée. 
 
A B S T R A C T 
This study concerns the dynamic behavior of composite beams gradually evaluated 
through the thickness materials. Our work is devoted to the analysis of natural 
frequencies of composite beams FGM used in building structures in civil engineering 
often subjected to vibration loads due to earthquakes. The vibration characteristics of 
specific beams such as free and orthotropic fixed beams are studied without including 
deformation due to shear and rotational inertia. We introduce the effects of transverse 
deformation due to shear and rotational inertia for the accurate prediction of normal 
frequencies. An application to carbon nanotubes was investigated. 
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1 Introduction  
Les nanotubes en carbone type (DWNT) sont utilisés pour les nanoélectroniques, nano-dispositifs, et nano-composites 
[1 – 5] en raison de leur caractéristiques électroniques, mécaniques, et d'autres propriétés physiques et chimiques. Le 
comportement mécanique de (DWNT) a été le sujet de nombreuses études récentes de recherche. Puisque les expériences 
nano-échelles sont difficiles, et les simulations dynamiques moléculaires demeurent chères et particulièrement complexe 
pour des systèmes à grande échelle, les modèles élastiques continus ont été largement utilisées avec succès pour étudier le 
comportement mécanique de (DWNT), comme la flexion [6], les vibrations thermiques [7 – 8], les fréquences de résonance 
et les modes [9 – 10]. Dans cette partie, on  étudie les fréquences de résonance et les modes vibratoires  d'un nanotube  de 
carbone  type DWNT incorporé dans un milieu élastique. L'analyse est basée sur un modèle multiple de poutre élastique. 
Le milieu élastique exerce par hypothèse  une pression p  par unité de  longueur suivant l'axe x, agissant sur le tube 
extérieur, cette pression est due à l'entourage du milieu élastique. Ce modèle, consiste à modéliser le milieu d'entourage 
comme une suite de ressorts indépendants tous identiques et de module de réaction 1k .  
De ce fait, le milieu exerce  une densité de force de rappel égale à – 1k ω , là où le signe négatif indique que la pression 
1 2 1c ( )ω ω−   est opposée  à la déflexion du tube extérieur, et 1k  est une constante déterminée par les constantes matérielles 
du  milieu élastique, le diamètre extérieur du DWNT incorporé, et la longueur d'onde des modes de vibration. (Fig. 1) 
         1k  
Fig1. Vibration d'un (DWNT) incorporé dans un milieu élastique caractérisé par un ressort 1k  constant  
2 Equations d’équilibre  
Les deux équations différentielles suivantes décrivent les vibrations libres transversales des nanotubes en carbone type  
(DWNT) avec la contrainte initiale [11], et l’ensemble couplé par l'interaction de Van Der Waals [12].  
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Quand l'effet de la petite longueur et la contrainte initiale est ignoré, les équations (1) et (2) se réduisent au résultat 
local classique pour les nanotubes en carbone type (DWNT) ([13, 14]). 
1k  : Raideur du ressort  
3 Détermination des modes  
Considérons les nanotubes en carbone à doubles tubes (DWNT) de longueur L pour les quels les deux extrémités sont 
simplement appuyées, les modes vibratoires du DWNT s’écrivent sous la  forme [15] 
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Où  1a  et  2a  sont les amplitudes de flexion des tubes intérieurs et extérieurs [16]. Ainsi, les deux fréquences de 
résonance de DWNT d'ordre n avec la contrainte initiale peuvent être obtenues par l'intermédiaire du modèle non local 
[17]. En substituant les équations (3) et (4) dans les équations (1) et (2), nous obtenons [18] 
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Divisant les équations (5) et (6)   par l’expression     i t
n xe sin( )
L
ω π        on aura  
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Simplifiant l’équation (7) par  1Aρ   et l’équation (8) par 2Aρ  on obtient : 
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Nous posons   n
n
L
π
λ =        et     2 201 nG ( e a ) λ= +      en les remplaçant  dans les équations (9) et (10) : 
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Calculons  le déterminant de ce système d’équations, nous aurons l’expression (13) [19] 
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nous obtenons  
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En posant 
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L’équation (14) s’écrit  
 4 2 0n nω α ω β− + =  (17) 
Nous remarquons que le discriminant de cette équation algébrique bicarrée s’écrit  
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Ainsi l'équation  (17) a deux racines réelles différentes 
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Pour chacune des fréquences de résonance [20], le rapport associé d'amplitude des modes vibratoires des tubes 
intérieurs et extérieurs pour DWNT avec la contrainte initiale est donné par : 
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Après simplification nous obtenons  
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Pour examiner l'influence du changement de température sur les vibrations des nanotubes type DWNT [21], nous 
discutons les résultats incluant et excluant l'effet thermique [22]. Il suit que les rapports des résultats avec le changement de 
température à ceux sans changement de température sont respectivement  donnés par 
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Les paramètres utilisés dans les calculs pour le DWNT sont comme suit : 
                                      E=1TPa                 32 3. g cmρ −=        01 =k             nm.d 701 =              nm.d 412 =  
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Fig2. Effet thermique sur la fréquence normale inférieure nIω  avec l'allongement 
2
40L
d
=   
dans le cas de  basse température. 
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                         Fig3. Effet thermique sur la fréquence normale la plus élevée  nIIω  avec l'allongement   
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=  dans le cas de  basse température  
 
 
 
 
                                 
 
 
 
 
 
 
                             Fig4. Effet  thermique sur la fréquence normale inférieure Iω  avec le mode vibratoire   
                                                                          n=2 dans le cas de  basse température. 
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                                  Fig5. Effet  thermique  sur la fréquence normale la plus élevée nIIω  avec le mode    
                                                               vibratoire  n=2 dans le cas de basse température. 
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                         Fig6. Effet thermique sur la fréquence normale inférieure nIω  avec l'allongement           
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=  Dans le cas de  haute température. 
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                           Fig7. L’effet thermique sur la fréquence normale la plus élevée  nIIω  avec l'allongement  
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                                      Fig8. Effet  thermique sur la fréquence normale inférieure Iω  avec le mode vibratoire   
                                                                                n=2 dans le cas de haute température. 
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Fig9. Effet thermique sur la fréquence normale la plus élevée nIIω  avec le mode vibratoire n=2 dans le cas de haute 
température 
Nous constatons que les coefficients de dilatation thermique pour les CNTs sont négatifs pour le cas de basse 
température et elles deviennent positives à température élevée [23]. En conséquence, les valeurs des rapports   Iχ  et   IIχ    
ci-dessus calculés pour les deux cas des températures basses et élevées. Pour le cas de basse température, on suppose   
6 11 6 10. Kθ − −= − ×  . Avec l'allongement   
2
40L
d
=   , les effets thermiques sur la fréquence normale inférieure nIω  et la 
fréquence normale élevée nIIω  sont montrés sur les figures 2 et 3, respectivement [24]. Avec le mode vibratoire n=2, les 
effets thermiques sur nIω  et nIIω  représentés par les rapports Iχ  et IIχ  sont indiqués sur les figures 4 et 5. 
L’effet thermique sur la fréquence normale inférieure nIω  est significatif tandis que pour la fréquence normale plus 
élevée nIIω  est peu sensible au changement de température. 
L’effet thermique sur la fréquence normale inférieure nIω  diminue avec l'augmentation du nombre n et devient plus 
significatif avec l'augmentation de l'allongement 
2
40L
d
=  et du changement de température T. 
D'ailleurs, on peut observer sur les figures 2, et 4 que les valeurs de la comptabilité nIω  et nIIω  pour l'effet thermique 
sont plus grandes que ceux qui ignorent l'influence du changement de température [25]. 
Pour le cas de la haute température, on suppose 161011 −−×= K.θ  avec l’allongement
2
40L
d
= , les effets thermiques 
sur la fréquence normale inférieure nIω  et la fréquence normale plus élevée nIIω  sont obtenus, ce qui est illustré sur les 
figures 6 à 9 [26].  On trouve que l'effet thermique sur la fréquence normale inférieure nIω  est significatif tandis que 
l'influence du changement de température sur la fréquence normale plus élevée nIIω  est très insignifiante. 
C’est conformé au cas de la basse température [27]. On le voit bien sur les figures 6 à 9 que les valeurs de nIω  et de 
nIIω  vu que l'effet thermique est plus petit que ceux à l'exclusion de l'influence du changement de température [23], ce qui 
est contraire au cas à la pièce ou à la basse température [28]. 
Les résultats concernant l’influence de l’effet  non local 0e a  pour les nanotubes en carbone type (DWNT) sont 
représentés sur les figures suivantes : 
 JOURNAL OF MATERIALS AND ENGINEERING STRUCTURES 3 (2016) 95–106  103 
 
0 2 4 6 8 10 12
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00
1.05
χΙ=ωnI/ω°nI
θ=-1.6x10-6K-1
L/d2=40
ω°nI(e0a=0)
 e0a=0.5 nm
 e0a=1.5 nm
 e0a=2 nm
T=20K
χ Ι
n
 
                          Fig10. Influence de l’effet non local sur la fréquence normale inférieure nIω  dans le cas    
                                                                                  de basse température. 
 
 
                                     Fig11. Influence de l’effet non local sur la fréquence normale la plus élevée nIIω     
                                                                             dans le cas de  basse température. 
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                            Fig12. Influence de l’effet non local sur la fréquence normale inférieure Iω  avec le    
                                                             mode vibratoire  n=2 dans le cas de basse température. 
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                             Fig13. Influence de l’effet non local sur la fréquence normale la plus élevée nIIω        
                                                      avec le mode vibratoire  n=2 dans le cas de  basse température. 
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                              Fig14. Rapport entre la valeur de Iχ  et le paramètre  a  dans le cas de  basse température. 
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Fig15. Rapport entre la valeur de IIχ  et le paramètre  a  dans le cas de  haute température. 
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Il est bien clair sur les figures 10 à 13 que l’influence de l’effet non local sur  les valeurs de nIω et nIIω est  plus petite 
pour le cas de basse température où on a plusieurs valeurs qui coïncident  pour le rapport de IIχ [29]. Suivant les 
indications des figures 14 et 15, l’influence de l’effet non local sur les vibrations transversales des nanotubes en carbone 
type (DWNTs) avec un grand allongement sont peu sensibles à la variation du paramètre a [30], ceci implique que pour un 
effet spécifique de diamètre sur la vibration transverse de DWNT avec un grand allongement presque indépendant de sa 
géométrie [31, 32].  
4 Conclusion  
Sur la base de la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli, l'équation générale de la vibration transversale d'une poutre 
élastique sous la pression transversale est formulée. A la suite de cette équation générale, un double modèle élastique de 
poutre est développé pour des vibrations transversales de DWNT, il  tient compte de l'effet thermique. Pour le cas de 
DWNT simplement appuyées, les fréquences normales et les rapports associés aux amplitudes de l'intérieur et l’extérieur 
du tube sont déterminés. Nous concluons que l'effet thermique sur la fréquence normale inférieure 1nω est significatif tandis 
que la fréquence normale 2nω  est élevée et peu sensible à la variation de température. Nous constatons également que les 
valeurs de la comptabilité 1nω et 2nω pour l'effet thermique sont plus grandes que celles qui ignorent l'influence du 
changement de température pour le cas de la pièce à basse température. Considérons que les valeurs de 1nω  et de 2nω  avec 
l'effet thermique sont plus petites que celles où il n’y a pas de température. En outre, nous constatons que le rapport 
d'amplitude a1/a2  est indépendant de la variation de température. Nous montrons également que pour un diamètre 
spécifique, l'effet thermique sur la vibration transversale d'un DWNT avec le grand allongement est presque indépendant de 
la géométrie. 
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